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Ïðè îöåíêå òåõíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ êîíñòðóêöèé ýíåðãåòè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ
ïîìèìî êîíòðîëÿ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ÷àñòî èñïîëüçóþò èíôîðìàöèþ îá
óðîâíå èçìåðÿåìûõ âèáðàöèé. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå äèàãíîñòè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ
âûñòóïàþò ðàçëè÷íûå âèáðàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ,
ôèêñèðóåìûõ â îãðàíè÷åííîì ÷èñëå òî÷åê è äîñòóïíûõ äëÿ îðãàíèçàöèè
âèáðîèçìåðåíèé. Îäíàêî î÷åíü ÷àñòî êîíñòðóêöèÿ, íà êîòîðîé óñòàíîâëåíà
âèáðîäèàãíîñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîäåðæèò ýëåìåíòû èëè ïîäñèñòåìû, íåäîñòóïíûå äëÿ
óñòàíîâêè âèáðîäàò÷èêîâ. Âìåñòå ñ òåì óðîâåíü âèáðàöèè ýòèõ ïîäñèñòåì ìîæåò áûòü
çíà÷èòåëüíûì, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è ðåøàþùèì ïðè îöåíêå âèáðîíàãðóæåííîñòè
ñèñòåìû â öåëîì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âûçûâàåò íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè àëãîðèòìà
âîññòàíîâëåíèÿ âèáðàöèîííîãî ïîëÿ êîíñòðóêöèé ïî ïîêàçàíèÿì âèáðîäàò÷èêîâ.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ëèíåéíîé äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû ñ N ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â
ìàòðè÷íîé ôîðìå èìåþò âèä [1,2]

( ) ( ) ( ) ( )Mu t Bu t Ku t R t&& &+ + = (1)

ãäå Ì, Â, Ê - ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöà èíåðöèè, äèññèïàöèè, æåñòêîñòè; R(t) - âåêòîð-
ñòîëáåö îáîáùåííûõ âíåøíèõ ñèë.
Ïðåäñòàâèì âåêòîð ïåðåìåùåíèé u (t ) â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôîðìàì:

( ) ( )u t V f t=  (2)

ãäå V - ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ ôîðì ðàçìåðíîñòüþ (N õ n ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì
ñîîòíîøåíèÿì:

V MV E

V KV

T

T

=

= Ω 2
(3)

Çäåñü E - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòüþ (n õ n ), Ω 2 - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
êâàäðàòîâ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ðàçìåðíîñòüþ (n õ n ), n - ÷èñëî ó÷èòûâàåìûõ ôîðì
êîëåáàíèé. Èñïîëüçîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ (2) ñ ó÷åòîì (3) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì
îòíîñèòåëüíî ãëàâíûõ êîîðäèíàò [1]

( ) [ ] ( ) ( ) ( )&& &f t f t diag f V R tjk j
T+ + =2 2ε ω (4)

Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà äèññèïàöèè [εjk] íå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé è ðàçäåëåíèÿ
íà íåçàâèñèìûå óðàâíåíèÿ íå ïðîèñõîäèò. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ
äåìïôèðîâàíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ìàòðèöå èíåðöèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ è ìàòðèöå
êâàçèóïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ: [εjk]=αM+βK ãäå α, β - êîýôôèöèåíòû ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè. Òîãäà [εjk]=diag{α +βωj

2} Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ðàçäåëÿþòñÿ è
ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )&& &f t diag f t diag f V R tjk j
T+ + =2 2ε ω (5)

ãäå ε α βωjk j= + 2  , j =1,2, ...., n .

Ïóñòü â èññëåäóåìîé ñèñòåìå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ðåæèì âèáðàöèé.
Òîãäà èìååò ìåñòî ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå [4] äëÿ âåêòîðà âíåøíèõ íàãðóçîê è âåêòîðà
ãëàâíûõ êîîðäèíàò
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( ) ( )R t S e dR
i t=

−∞

∞

∫ ω ωω   ,   ( ) ( )f t S e dF
i t=

−∞

∞

∫ ω ωω (6)

ñî ñïåêòðàìè ( ) ( )S SR Fω ω,  , óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ

[ ]diag i S V t Sj j F
T

Rω ω ε ω ω ω2 2 2− + =( ) ( ) ( )  (7)

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç Φ( )iω  äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ðàçìåðíîñòüþ (nõn)

[ ]Φ( )i diag ij jω ω ω ε ω= − +2 2 2 (8)

òî ñâÿçü ìåæäó ñïåêòðàìè ãëàâíûõ êîîðäèíàò è ñïåêòðàìè íàãðóçêè ïðèìåò âèä:

S i V SF
T

R( ) ( ) ( )ω ω ω= −Φ 1 (9)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîì âåêòîðå âíåøíåé íàãðóçêè âûðàæåíèå (9)
îïðåäåëÿåò ñïåêòð ãëàâíûõ êîîðäèíàò. Ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ (2) ñïåêòð âåêòîðà
ïåðåìåùåíèé âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ñïåêòð ãëàâíûõ êîîðäèíàò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S VSu F( ) ( )ω ω= (10)

Ïóñòü íà êîíñòðóêöèè óñòàíîâëåíî m îäíîêîìïîíåíòíûõ äàò÷èêîâ, èçìåðÿþùèõ
âèáðàöèè â m òî÷êàõ. Ñôîðìèðóåì âåêòîð w T=[w 1(t ) w 2(t ) ... w m(t )], ðåàëèçàöèè
êîìïîíåíò êîòîðîãî ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå âèáðîèçìåðåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, èçâåñòíû èõ
ñïåêòðû Ôóðüå Skω (ω ), ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè
âèáðîñèãíàëîâ. Îòìåòèì, ÷òî åñëè òî÷êè êðåïëåíèÿ âèáðîäàò÷èêîâ íà ýëåìåíòàõ
êîíñòðóêöèè ñîâïàäàþò ñ óçëîâûìè òî÷êàìè åå êîíå÷íîýëåìåíòíîé ìîäåëè, òî
êîìïîíåíòû âåêòîðà w(t) îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâî êîìïîíåíò âåêòîðà u(t). Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïîêàçàíèÿ äàò÷èêîâ íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ê óçëîâûì òî÷êàì, èñïîëüçóÿ ìàòðèöó
èíòåðïîëèðóþùèõ ôóíêöèé  H(x) [3].  Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè
êðåïëåíèÿ âèáðîäàò÷èêîâ ñîâïàäàþò ñ óçëîâûìè òî÷êàìè ðàñ÷åòíîé ìîäåëè.

Ââåäåì äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó L ðàçìåðíîñòüþ (NxN), ó êîòîðîé äèàãîíàëüíûé
ýëåìåíò ðàâåí åäèíèöå ïðè íàëè÷èè äàò÷èêà â ñîîòâåòñòâóþùåì óçëå è íóëþ, åñëè
òàêîâîé îòñóòñòâóåò. Òîãäà êîìïîíåíòàìè âåêòîðà w(t) ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûå êîìïîíåíòû
âåêòîðà Lu(t). Íåíóëåâûå êîìïîíåíòû âåêòîðà (E-L)u(t) õàðàêòåðèçóþò âîññòàíîâëåííûå
ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé êîìïîíåíòû âèáðàöèîííîãî ïîëÿ. Îòìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå
äèàãíîñòè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ ìîãóò âûñòóïàòü êàê êîìïîíåíòû âåêòîðà Lu(t), òàê è
êîìïîíåíòû âåêòîðà (E-L)u(t).

Ïðåîáðàçóåì ìàòðèöó ñîáñòâåííûõ ôîðì, óìíîæèâ åå íà ìàòðèöó L, à çàòåì
âû÷åðêíóâ èç íåå íóëåâûå ñòðîêè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó Vmn ðàçìåðíîñòüþ
(mxn) äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèé

w(t)=Lu(t)=Vmnf(t) (11)
Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå èìååò ìåñòî â ÷àñòîòíîé îáëàñòè

S V Sw mn F( ) ( )ω ω= (12)
Ñ ó÷åòîì (9) ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ðåçóëüòàòû

âèáðîèçìåðåíèé S w ( )ω  c âåêòîðîì ñïåêòðîâ îáîáùåííûõ âíåøíèõ ñèë S R ( )ω

S V i V Sw mn
T

R( ) ( ) ( ).ω ω ω= −Φ 1

(13)
Âåêòîð âíåøíèõ íàãðóçîê â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ íåèçâåñòåí. Îäíàêî ïðè

ðàññìîòðåíèè êàæäîé êîíêðåòíîé êîíñòðóêöèè ïî÷òè âñåãäà èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ
àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñâîéñòâàõ ïîëÿ îáîáùåííûõ âíåøíèõ ñèë. Íàïðèìåð, ìîãóò
áûòü èçâåñòíû èñòî÷íèêè âèáðàöèè (êèíåìàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ),
÷èñëî ñóùåñòâåííûõ êîìïîíåíò íàãðóçêè, òî÷êè (óçëû) åå ïðèëîæåíèÿ è ò.ä. Äàííàÿ
àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ ïîçâîëÿåò ïðè ïëàíèðîâàíèè âèáðîèçìåðåíèé ñîêðàòèòü ÷èñëî
äàò÷èêîâ, à òàêæå êîëè÷åñòâî ñðåäñòâ è âðåìåíè äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà
îáîáùåííûõ âíåøíèõ ñèë.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð íàãðóçîê R(t) çàäàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî r íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ gk(t), k=1,2, ..., r, îáðàçóþùèõ âåêòîð G(t), ñâÿçü ìåæäó ýòèìè âåêòîðàìè



Âîññòàíîâëåíèå âèáðàöèîííîãî ïîëÿ êîíñòðóêöèé ... 3

vol. 4

ëèíåéíàÿ: R(t)=DG(t), ãäå D - ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ðàçìåðíîñòüþ (Nxr). Äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåêòðîâ èìååì àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå

( ) ( )S DSR gω ω= (14)

Òîãäà óðàâíåíèå (13) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

( ) ( ) ( )S V i V DSw mn
T

gω ω ω= −Φ 1 (15)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (15) äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå
ñïåêòðû S g ( )ω :

{ }S V i V D Sg mn
T

W( ) ( ) ( )ω ω ω= − −
Φ 1

1
(16)

à çàòåì ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (14), (9) è (10) - ñïåêòðû S S SR F u( ) , ( ) , ( ).ω ω ω
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðåàêòîðíóþ óñòàíîâêó òèïà ÂÂÝÐ (ðèñ.1,à).

Ïóñòü íà êîðïóñå ðåàêòîðà óñòàíîâëåí âèáðîäàò÷èê, íåïðåðûâíî èçìåðÿþùèé óðîâåíü
âèáðàöèè. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïî ïîêàçàíèÿì ýòîãî âèáðîäàò÷èêà
âîññòàíîâèòü âèáðàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè â íåäîñòóïíîé äëÿ èçìåðåíèé øàõòå
ðåàêòîðà. Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû “êîðïóñ ðåàêòîðà - âåðõíèé áëîê -
øàõòà ðåàêòîðà” ïðèâåäåíà íà ðèñ.1,á, ãäå m1 -  ìàññà êîðïóñà ðåàêòîðà è åãî âåðõíåãî
áëîêà;  m2 - ìàññà øàõòû ðåàêòîðà, âêëþ÷àÿ âíóòðèêîðïóñíûå óñòðîéñòâà; ñ1, ñ2, b1, b2 -
õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîñòè è äåìïôèðîâàíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç a(t) êèíåìàòè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó, à ÷åðåç u1(t), u2(t) -
îòíîñèòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ êîðïóñà è øàõòû ðåàêòîðà. Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

m u a b u b u u c u c u u

m u a b u u c u u

1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2

2 2 2 2 1 2 2 1

0

0

(
..

)
.

(
. .

) ( )

(
..

) (
. .

) ( )

+ + + − + + − =

+ + − + − =
(17)

Ââåäåì ïàðöèàëüíûå ÷àñòîòû è êîýôôèöèåíòû äåìïôèðîâàíèÿ

 ( )ωI c c m2
1 2 1= + / ,  ω II c m2

2 2= / ,    2 1 1 2 1ε = +( ) /b b m ,  2 2 2 2ε = b m/
è ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (17) â ìàòðè÷íîé ôîðìå (1), ãäå îáîçíà÷åíî

M =










1 0

0 1
,

B =
−

−








2 1 2

2 2

ε µε
ε ε

,

K I I I

I I I I

=
−

−











ω µω
ω ω

2 2

2 2
, (18)

µ = m m2 1/ ,

R(t)=Da(t),    D =
−
−











1

1
.

Ïî ôîðìóëå (16) ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó ñïåêòðîì êèíåìàòè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ
A( )ω  è ñïåêòðîì U1 ( )ω  ïîêàçàíèé äàò÷èêà

( )( ) ( )( )
A U

i iI I I

( ) ( )ω ω χ
χ ρ χ ρ
ω ω ε ω

χ ρ χ ρ
ω ω ε ω

= −
− + +

− +
+

+ − − +

− +









2

1

2

1

2
1 2 2

1
2 2

2

(19)

ãäå îáîçíà÷åíî γ = ñ ñ1 2/ , [ ]ρ µ γ= + +1 1 2( ) , [ ][ ]χ µ γ µ= − + +1 1 4 2
2 1 2

( ) /
/

.

Äëÿ ñïåêòðà ïåðåìåùåíèé U 2(ω ) øàõòû ðåàêòîðà, êîòîðàÿ íåäîñòóïíà äëÿ
óñòàíîâêè âèáðîäàò÷èêîâ, íî çíàíèå åå âèáðàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê âåñüìà âàæíî äëÿ
îöåíêè òåõíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà, ïîëó÷èì âûðàæåíèå
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( ) ( )

( )( ) ( )( )
U U

i i

i i

2 1

1
2 2

1 2
2 2

2

1
2 2

1 2
2 2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

( ) ( )ω ω

χ ρ
ω ω ε ω

χ ρ
ω ω ε ω

χ ρ χ ρ
ω ω ε ω

χ ρ χ ρ
ω ω ε ω

=

− +
− +

+
+ −

− +













− + +
− +

+
+ − − +

− +













(20)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñïåêòðîâ A( )ω  è U 2 ( )ω  ïðè èçâåñòíîì

ñïåêòðå U 1 ( )ω  íåîáõîäèìî çíàòü ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè g h( ) , ( )ω ω , âõîäÿùèå â

âûðàæåíèÿ (19), (20)

A U g

U U h

I I( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ).

ω ω ω ω
ω ω ω

= −
=

2
1

2 1

(21)

Íà ðèñ.2,3 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ êâàäðàòîâ ìîäóëåé g( )ω
2
 è h( )ω

2

ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé õàðàêòåðíû ðåçêèå èçìåíåíèÿ â îêðåñòíîñòè âûñøåé
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû, ÷òî òðåáóåò îñîáîãî âíèìàíèÿ ïðè âûáîðå øàãà äèñêðåòèçàöèè ïî
÷àñòîòíîìó äèàïàçîíó â óðàâíåíèÿõ (21).

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ âèáðàöèîííîãî ïîëÿ ïî
ïîêàçàíèÿì âèáðîäàò÷èêîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ îá óðîâíå
âèáðàöèè ýëåìåíòîâ èëè ïîäñèñòåì, íåäîñòóïíûõ äëÿ óñòàíîâêè äàò÷èêîâ, è ïîâûñèòü
ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèõ ñèñòåì.
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ ÐÔ â ðàìêàõ ïðîãðàììû
«Äèíàìèêà, ïðî÷íîñòü è íàäåæíîñòü ìàøèí, ïðèáîðîâ è êîíñòðóêöèé».
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