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Ðûáèíñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ àâèàöèîííàÿ òåõíîëîãè÷åñêàÿ àêàäåìèÿ

Ðåøåíèå çàäà÷è îá óäàðå äâóõ òåë â ðàìêàõ òåîðèè ñïëîøíûõ ñðåä ïðåäïîëàãàåò
îïðåäåëåíèå ìåíÿþùèõñÿ â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ óäàðà ïîëåé êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé è
äåôîðìàöèé, îáùåé äëèòåëüíîñòè ñîóäàðåíèÿ, ñîïóòñòâóþùèõ ïëàñòè÷åñêèõ òå÷åíèé è
âîëíîâûõ ïðîöåññîâ. Áîëåå ãðóáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ óäàðà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
òîëüêî èìïóëüñû ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñîóäàðÿþùèåñÿ òåëà, è ïîñëåóäàðíîå
äèíàìè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè, êîòîðàÿ
îñíîâàíà íà ïîíÿòèè êîýôôèöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ, óäàð ñ÷èòàåòñÿ ìãíîâåííûì.
Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ óäàðà îáåñïå÷èâàåò äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü è øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â
òåõ òåõíè÷åñêèõ çàäà÷àõ, â êîòîðûõ èññëåäóåòñÿ äâèæåíèå òâåðäûõ òåë áåç ó÷åòà èõ
óïðóãî-íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåíà çàäà÷à êîñîãî óäàðà òåëà î íåïîäâèæíóþ ïëîñêîñòü ñ
ó÷åòîì äåéñòâèÿ ñèë òðåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå îáîáùàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [1] íà
ñëó÷àé âíåöåíòðåííîãî ñîóäàðåíèÿ äâóõ òåë, ñîâåðøàþùèõ ïëîñêîå äâèæåíèå.

Ìîìåíò òàêîãî ñîóäàðåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 1. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòü,
â êîòîðîé ðàñïîëîæåíû âåêòîðû ñêîðîñòåé öåíòðîâ ìàññ òåë (ò.å. òî÷åê Ñ è Ñ0), à òàêæå
òî÷êà êàñàíèÿ òåë â ìîìåíò óäàðà P. Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî âåêòîðû óãëîâûõ
ñêîðîñòåé òåë ïåðïåíäèêóëÿðíû ýòîé ïëîñêîñòè.

Ðàçëîæèì óäàðíûé èìïóëüñ,
äåéñòâóþùèé íà òåëî 1, íà äâå ñîñòàâëÿ-

þùèå: I τ  - ñîñòàâëÿþùàÿ óäàðíîãî

èìïóëüñà, íàïðàâëåííàÿ âäîëü îáùåé
êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòÿì òåë â òî÷êå

êîíòàêòà, 
r
I  - ñîñòàâëÿþùàÿ óäàðíîãî

èìïóëüñà, íàïðàâëåííàÿ âäîëü íîðìàëè ê

îáùåé êàñàòåëüíîé. Îáîçíà÷èì ′I τ , 
r

′I  -

àíàëîãè÷íûå ñîñòàâëÿþùèå óäàðíîãî
èìïóëüñà, äåéñòâóþùåãî íà òåëî 2. Ïðè ýòîì
äëÿ ìîäóëåé èìïóëüñîâ èìååò ìåñòî I I= ′
è I Iτ τ= ′ .

Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ α, α0 -
óãëû ïîâîðîòà è ω, ω0 - óãëîâûå ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ òåëà 2 è òåëà 1 ñîîòâåòñòâåííî.
Óãëû α, α0 îòñ÷èòûâàþòñÿ ïðîòèâ õîäà
÷àñîâîé ñòðåëêè, ïîëîæèòåëüíûå íàïðàâ-
ëåíèÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé ïîêàçàíû íà ðèñ.1.

Óðàâíåíèå èìïóëüñèâíîãî äâèæåíèÿ
íà èíòåðâàëå ïîñòîÿíñòâà çíàêà ñêîðîñòè
èçìåíåíèÿ óäàðíîé äåôîðìàöèè è
ïîñòîÿíñòâà çíàêà èëè ðàâåíñòâà íóëþ
ñêîðîñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ òåë îòíîñèòåëüíî
äðóã äðóãà èìåþò âèä
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m V I0 0∆ = ,      m U I0 0∆ = τ ,    m r I I0 0
2

0 0 0 0ρ ω α ατ∆ = +( sin cos ) ,
(1)

m V I∆ = − ,       m U I∆ = − τ ,     m r I Iρ ω α ατ
2∆ = +( sin cos ) ,

ãäå m0, ρ0 - ìàññà è ðàäèóñ èíåðöèè îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé îñè òåëà 1, m, ρ - ìàññà è
ðàäèóñ èíåðöèè îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé îñè òåëà 2; U0, V0 - ïðîåêöèè ñêîðîñòè
öåíòðà ìàññ òåëà 1 íà íàïðàâëåíèÿ îáùåé êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòÿì òåë â òî÷êå
êîíòàêòà è íîðìàëè ê îáùåé êàñàòåëüíîé ñîîòâåòñòâåííî; U, V - àíàëîãè÷íûå ïðîåêöèè
ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ òåëà 2. Çíàê ∆ îçíà÷àåò, ÷òî âû÷èñëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå
èçìåíåíèå âåëè÷èí ñêîðîñòåé  íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå. Âåëè÷èíû r0 = |PC0| è
r = |PC | ÿâëÿþòñÿ ðàññòîÿíèÿìè îò öåíòðîâ ìàññ òåë äî òî÷êè êîíòàêòà ïðè óäàðå.

Îáîçíà÷èì ïðîåêöèè ñêîðîñòè òî÷êè P òåëà 1 íà íàïðàâëåíèÿ îáùåé êàñàòåëüíîé
è íîðìàëè ê íåé ïåðåìåííûìè u0, v0, à ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêöèè ñêîðîñòè òî÷êè P
òåëà 2 - ïåðåìåííûìè u, v. Òîãäà

v V r0 0 0 0 0= + ω αsin   ,    u U r0 0 0 0 0= + ω αcos ,

v V r= − ω αsin   ,           u U r= − ω αcos
Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèå (1), ïîëó÷àåì
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∆
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(2)

Îáîçíà÷èì t −  - ìîìåíò ñîïðèêîñíîâåíèÿ òåë, t∗  - ìîìåíò íàèáîëüøåãî

ñáëèæåíèÿ è t + - ìîìåíò îòðûâà òåë äðóã îò äðóãà. Ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òðè âàðèàíòà

âíåöåíòðåííîãî óäàðà [1]:
• ñêîëüçÿùèé óäàð - ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ âíóòðè èíòåðâàëà óäàðà

íå èçìåíÿåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ, ò.å. sign( ) constu u0 − = .

• íåñêîëüçÿùèé óäàð ïåðâîãî ðîäà - îòíîñèòåëüíîå ïðîñêàëüçûâàíèå èìååò ìåñòî

òîëüêî âíóòðè èíòåðâàëà ( , )t t−
∗ , ïðè÷åì ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ñêîëüæåíèÿ t ∗

ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó ( , )t t∗ +  âîññòàíîâëåíèÿ íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè,

íà çàêëþ÷èòåëüíîé ñòàäèè óäàðà ïðè t t t∈ ∗
+( , )  èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî u u= 0 .

•  íåñêîëüçÿùèé óäàð âòîðîãî ðîäà - ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ t ∗

ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó óâåëè÷åíèÿ óäàðíîé äåôîðìàöèè ( , )t t− ∗ , à ïðè t t t∈ ∗
+( , )

âûïîëíÿåòñÿ u u= 0 .

Ðàññìîòðèì êàæäûé èç òðåõ òèïîâ óäàðà, ðàçáèâàÿ ïðè ýòîì ïðîìåæóòîê âðåìåíè

ñîóäàðåíèÿ íà ó÷àñòêè, ãðàíèöàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìîìåíòû âðåìåíè t − , t∗ , t ∗ , t +  Â

÷àñòíîñòè, äëÿ ñêîëüçÿùåãî óäàðà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äâå ôàçû, íà êîíöàõ êîòîðûõ
èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

t t v v u u v v u u

t t v v u u v v u u

t t v v u u v v u u

= = = = = = =
= = = = = = =
= = = = = = =

− − − − − − −

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

+ + + + + + +

: ; ; ; ; ; ;

: ; ; ; ; ; ;

: ; ; ; ; ;

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

ω ω ω ω
ω ω ω ω
ω ω ω ω

(3)

Ïðè ïîäñòàíîâêå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3) â ñèñòåìó (2) ïîëó÷èì âîñåìü àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ñêîðîñòè íà ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ óäàðà. Íåäîñòàþùèå
äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ íåèçâåñòíûõ óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ ñâÿçè ìåæäó

êàñàòåëüíûì ôðèêöèîííûì èìïóëüñîì I τ  è íîðìàëüíûì ðåàêòèâíûì èìïóëüñîì 
r
I
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I fI u uτ ± ± − −= − −sign( )0 , (4)

à òàêæå óñëîâèÿ âîññòàíîâëåíèÿ óäàðíîãî èìïóëüñà â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé Íüþòîíà.

I kI+ −= , (5)

ãäå I-, Iτ- - íîðìàëüíûé è êàñàòåëüíûé èìïóëüñû íà èíòåðâàëå óâåëè÷åíèÿ óäàðíîé
äåôîðìàöèè, I+, Iτ+ - íîðìàëüíûé è êàñàòåëüíûé èìïóëüñû íà èíòåðâàëå âîññòàíîâëåíèÿ
ñêîðîñòè, f - êîýôôèöèåíò óäàðíîãî òðåíèÿ, k - êîýôôèöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ óäàðíîãî
èìïóëüñà (0≤ k ≤1).

Ïîäñòàâëÿÿ óñëîâèÿ (3) â ðàâåíñòâà (2) è ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (4) è (5)
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ñèñòåìó 8 óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 8 íåèçâåñòíûõ v∗ , u0∗ , u∗ ,

v0+ , u0+ , v+ , u+ , I − :

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ]

m v v I P f u u C

m u u I C f u u D

m v v I P f u u C

m u u I C f u u D

m v v kI P f u u C

m u u kI
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2
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0 0 0 0 0
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2
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0 0
2

0 0

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

∗ − − − −

∗ − − − −

∗ − − − −

∗ − − − −

+ ∗ − − −

+ ∗

− = − −

− = − −

− = − − −

− = − − −

− = − −

− =

sign( ) ,

sign( ) ,

sign( ) ,

sign( ) ,

sign( ) ,

[ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

− − −

+ ∗ − − −

+ ∗ − − −

− −

− = − − −

− = − − −

C f u u D

m v v kI P f u u C

m u u kI C f u u D

0 0 0
2

0
2

0

sign( ) ,

sign( ) ,

sign( ) ,

ρ
ρ

(6)

ãäå

P r0 0
2

0
2 2

0= +ρ αsin ,   C r0 0
2

0 0= sin cosα α ,    D r0 0
2

0
2 2

0= +ρ αcos ,

P r= +ρ α2 2 2sin ,    C r= 2 sin cosα α ,       D r= +ρ α2 2 2cos .
Â ñëó÷àå íåñêîëüçÿùåãî óäàðà ïåðâîãî ðîäà íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü òðè ôàçû

óäàðà, íà êîíöàõ êîòîðûõ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

t t v v u u v v u u

t t v v u u v v u u

t t v v u u v v u u

t t v v u u v v u

= = = = = = =
= = = = = = =
= = = = = = =
= = = = = =

− − − − − − −

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

+ + + + +

: ; ; ; ; ; ;

: ; ; ; ; ; ;

: ; ; ; ; ; ;

: ; ; ; ;

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

ω ω ω ω
ω ω ω ω
ω ω ω ω
ω ω u+ +=; .ω ω

(7)

ïðè÷åì êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå èìïóëüñû íà ýòèõ ýòàïàõ ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè
ñîîòíîøåíèÿìè:

I fI sign u uτ − − − −= − −( )0 ,   I fI sign u uτ + + − −= − −( ) ( ) ( )1 1
0 ,   I fIτ + +≤( ) ( )2 2 (8)

ãäå I-, Iτ- - íîðìàëüíûé è êàñàòåëüíûé óäàðíûå èìïóëüñû íà èíòåðâàëå ( , )t t− ∗ ; I +
( )1 ,

I τ +
( )1  - èìïóëüñû íà èíòåðâàëå ( , )t t∗

∗  è I +
( )2 , I τ +

( )2  - èìïóëüñû íà èíòåðâàëå ( , )t t∗
+ .

Ãèïîòåçà Íüþòîíà î âîññòàíîâëåíèè óäàðíîãî èìïóëüñà â ñëó÷àå íåñêîëüçÿùåãî
óäàðà 1 ðîäà èìååò âèä:

I I kI+ + −+ =( ) ( )1 2 . (9)

Ïîäñòàíîâêà óñëîâèé (7) â âûðàæåíèÿ (2) ñîâìåñòíî ñ ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ
óäàðíûõ èìïóëüñîâ (8), (9)  ïðèâåäåò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ v∗ ,

u0∗ , u∗ , v0
∗ , u ∗ , v ∗ , v0+ , v+ , u+ , I +

( )1 , I +
( )2 , I τ +

( )2 , I − :
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( ) ( )

( ) ( )

,

,

2

2 2 2

1 2

(10)

Àíàëîãè÷íî, òðåì ýòàïàì íåñêîëüçÿùåãî óäàðà âòîðîãî ðîäà ñîîòâåòñòâóþò
óñëîâèÿ:

t t v v u u v v u u

t t v v u u v v u u

t t v v u u v v u u

t t v v u u v v u u

= = = = = = =
= = = = = = =
= = = = = = =
= = = = = =

− − − − − − −
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

+ + + + +

: ; ; ; ; ; ;
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: ; ; ; ;

0 0 0 0 0 0
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0 0 0 0
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ω ω ω ω
ω ω ω ω
ω ω ω ω
ω ω + +=; ω ω

(11)

Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ïîäûíòåðâàëû ( , )t t−
∗ , ( , )t t∗

∗ ,

( , )t t∗ + , íà ïåðâîì èç êîòîðûõ ñâÿçü ìåæäó óäàðíûìè èìïóëüñàìè èìååò âèä

I fI sign u uτ − − − −= − −( ) ( ) ( )1 1
0 , (12)

à íà ïîñëåäóþùèõ

I fIτ − −≤( ) ( )2 2 , I fIτ + +≤ (13)

Çäåñü I −
( )1 , I τ −

( )1  - óäàðíûå èìïóëüñû íà èíòåðâàëå ( , )t t−
∗ ; I −

( )2 , I τ −
( )2  - óäàðíûå

èìïóëüñû íà èíòåðâàëå ( , )t t∗
∗ ; I + , I τ + - óäàðíûå èìïóëüñû íà èíòåðâàëå ( , )t t∗ + .

Óðàâíåíèå âîññòàíîâëåíèÿ óäàðíîãî èìïóëüñà â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

I k I I+ − −= +( )( ) ( )1 2 (14)

Èç âûðàæåíèé (2), (11),(12),(14) ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

v∗ , u∗ , v0
∗ , u ∗ , v ∗ , v0+ , v+ , u+ , I −

( )1 , I −
( )2 , I τ −

( )2 , I + , I τ + :
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[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]

m v v I P f u u C

m u u I C f u u D

m v v I P f u u C

m u u I C f u u D

m v v I P I C

m

0 0
2

0 0
1

0 0 0

0 0
2

0
1

0 0 0

2 1
0

2 1
0

0 0
2

0
2

0
2

0

0

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ τ

∗
− − − −

∗
− − −

∗
− − − −

∗
− − − −

∗
∗

− −

− = − −

− = − −

− = − − −

− = − − −

− = +

( )

_
( )

( )

( )

( ) ( )

sign( ) ,

sign( ) ,

sign( ) ,

sign( ) ,

,

[ ]
[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

ρ

ρ

ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

τ

τ

τ

τ

τ

τ

0
2 2

0
2

0

2 2 2

2 2 2

0 0
2

0 0 0

0 0
2

0 0
2

2

u u I C I D

m v v I P I C

m u u I C I D

m v v I P I C

m u u I C I D

m v v I P I C

m u u I C

∗
∗

− −

∗
∗

− −

∗
∗

− −

+ ∗ + +

+ ∗ + +

+ ∗ + +

+ ∗ +

− = +

− = − −

− = − −

− = +

− = +

− = − −

− = −

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

,

,

,

,

,

,

−

= +
+

+ − −

I D

I k I I
τ ,

( )( ) ( )1 2

(15)

Îïðåäåëèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êàæäîãî òèïà óäàðà. Èç îïðåäåëåíèÿ
ñêîëüçÿùåãî óäàðà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåãî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
sign( ) sign( )u u u u0 0− − + +− = − . Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëåííûå èç

óðàâíåíèé (6) çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

sign( ) sign( ( ) ) sign( )u u k u u0 01 1− − − −− ⋅ − + = −γ ,

ãäå γ =
−
−

×− −

− −

v v

u u

Z

Z
0

0

2

1

,

[ ]Z m P m P f u u m C m C1
2

0 0 0
2

0
2

0 0 0
2= + − − +− −ρ ρ ρ ρsign( ) ,

[ ]Z m C m C f u u m D m D2
2

0 0 0
2

0
2

0 0 0
2= + − − +− −ρ ρ ρ ρsign( ) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñêîëüçÿùåãî óäàðà èìååò âèä
γ < +1 1/ ( )k .

Êðîìå òîãî, â äàííîì ñëó÷àå äîëæíû âûïîëíÿòñÿ óñëîâèÿ íàëè÷èÿ ñîóäàðåíèÿ
I − > 0  è I + > 0 . Íàéäÿ èç ñèñòåìû (6) âûðàæåíèå äëÿ óäàðíîãî èìïóëüñà íà ïåðâîé

ôàçå óäàðà I m m
v v

Z−
− −= −

−ρ ρ2
0 0

2 0

1
 è ïîäñòàâèâ åãî â ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî,

ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (5), ÷òî îáà óêàçàííûõ íåðàâåíñòâà ïðèâîäÿò ê óñëîâèþ

v v
Z

0

1
0− −−

< (16)

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüçÿùåãî óäàðà ïåðâîãî ðîäà êðîìå óñëîâèé íàëè÷èÿ

ñîóäàðåíèÿ I + >( )1 0 , I + >( )2 0 , I − > 0  äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äâà óñëîâèÿ:

sign( ) sign( )v v v v0 0
∗ ∗

− −− ≠ − , êîòîðîå âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ýòîãî òèïà óäàðà, è

I fI+ +≤τ
( ) ( )2 2 , âûðàæàþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ôðèêöèîííûì è íîðìàëüíûì
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èìïóëüñîì íà ýòàïå, êîãäà ñêîëüæåíèå ïðåêðàòèëîñü. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå âòîðîå
óñëîâèå. Îïðåäåëèâ èç óðàâíåíèé (10) çíà÷åíèÿ èìïóëüñîâ

[ ]I m m
u u

Z
k+

− −=
−

− +( ) ( )2
0 0

2 2 0

2
1 1ρ ρ γ ,

[ ]I m m Q
u u

Z
k+

− −= −
−

− +τ ρ ρ γ( ) ( )2
0 0

2 2 0

2
1 1 ,

ãäå  Q
m C m C

m D m D
=

+

+

ρ ρ
ρ ρ

2
0 0 0

2

2
0 0 0

2
.

íàéäåì, ÷òî îíî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

Q f≤ (17)

èëè

m r m rρ α α ρ α α2
0
2

0 0 0 0
2 2sin cos sin cos+ ≤

           ( ) ( )[ ]≤ + + +f m r m rρ ρ α ρ ρ α2
0
2

0
2 2

0 0 0
2 2 2 2cos cos .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ

( )I m m
u u

Z+
− −= −

−
−( )1 2

0 0
2 0

2
1ρ ρ γ , I m m

v v
Z−

− −= −
−

ρ ρ2
0 0

2 0

1

,

à òàêæå âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé v0
∗ , v ∗ , ïîëó÷åííûå èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (10),

ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïåðâîå óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüçÿùåãî óäàðà ïåðâîãî ðîäà è óñëîâèÿ íàëè÷èÿ ñîóäàðåíèÿ,
ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç íåðàâåíñòâà (16), à òàêæå íåðàâåíñòâà
1 1 1/ ( )+ ≤ <k γ .

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüçÿùåãî óäàðà âòîðîãî ðîäà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ òðè

óñëîâèÿ: sign( ) sign( )v v v v0 0
∗ ∗

− −− = − , I fIτ − −≤( ) ( )2 2  è I fIτ + +≤ . Íàéäÿ èç

ñèñòåìû (15) âûðàæåíèÿ äëÿ èìïóëüñîâ íà âñåõ ýòàïàõ óäàðà ,

I m m
u u

Z−
− −= −

−( )1 2
0 0

2 0

2
ρ ρ ,

( )I m m
u u

Z
Z
Z−

− −=
−

−( )2 2
0 0

2 0

2

1

3
1ρ ρ γ , I QIτ − −= −( ) ( )2 2 ,

( )I m m
u u

Z
Z
Z

k+
− −=

−
− −







ρ ρ γ2

0 0
2 0

2

1

3
1 1 ,  I QIτ + += − ,

ãäå [ ]Z m P m P Q m C m C3
2

0 0 0
2 2

0 0 0
2= + − +ρ ρ ρ ρ ,

ïîëó÷èì, ÷òî âòîðîå è òðåòüå èç ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ òàêæå
ïðèâîäÿòñÿ ê âûðàæåíèþ (17). Òàêèì îáðàçîì, (17) - ýòî íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüçÿùåãî óäàðà.

Ïåðâîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüçÿùåãî óäàðà âòîðîãî ðîäà ìîæíî
ïðèâåñòè ê íåðàâåíñòâó 1 1 0− >/ γ , êîòîðîå èìååò ðåøåíèÿ γ < 0  è γ > 1 . Óñëîâèÿ

íàëè÷èÿ ñîóäàðåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä

I − >( )1 0 , I − >( )2 0 , I + > 0 .  (18)
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Ïðè γ < 0  íåðàâåíñòâà (18) ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìå íåðàâåíñòâ ( )v v Z0 1 0− −− > ,

Z Z1 3 0< , à ïðè γ > 1 ñèñòåìå ( )v v Z0 1 0− −− < , Z Z1 3 0> .

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòåé öåíòðîâ
ìàññ è óãëîâûõ ñêîðîñòåé òåë ïîñëå âíåöåíòðåííîãî óäàðà èìåþò âèä:

ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè óñëîâèé γ <
+
1

1 k
 è (16) èìååò ìåñòî ñêîëüçÿùèé

óäàð:

V V k
m

Z
v0 0

2
0
2

1
1+ −= − +( )

ρ ρ
δ , U U f u k

m
Z

v0 0

2
0
2

1
1+ −= + +sign( )( )δ

ρ ρ
δ ,

V V k
m

Z
v+ −= + +( )1 0

2
0
2

1

ρ ρ
δ , U U f u k

m
Z

v+ −= − +sign( )( )δ
ρ ρ

δ1 0
2

0
2

1
,

ω ω
ρ

δ0 0

2
0 0

1
1+ −= − +( )k

m r R
Z

v , ω ω
ρ

δ+ −= − +( )1 0 0
2

1
k

m rR
Z

v

ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè óñëîâèé 
1

1
1

+
≤ ≤

k
γ , (16), (17) èìååò ìåñòî

íåñêîëüçÿùèé óäàð ïåðâîãî ðîäà

V V k
m

Z
v0 0

2
0
2

1
1+ −= − +( )

ρ ρ
δ ,

U U Q k
m

Z
v f u Q

m
Z

u0 0

2
0
2

1

2
0
2

2
1+ −= + + + −( ) ( sign( ) )

ρ ρ
δ δ

ρ ρ
δ ,

ω ω
ρ

δ
ρ

δ0 0

2
0 0

1

2
0 0 0

2
1+ −= − + +

−
( )

( )
k

m r N
Z

v
m r N R

Z
u ,

V V k
m

Z
v+ −= + +( )1 0

2
0
2

1

ρ ρ
δ ,

( )U U Q k
m

Z
v f u Q

m
Z

u+ −= − + − −( ) sign( )1 0
2

0
2

1

0
2

0
2

2

ρ ρ
δ δ

ρ ρ
δ ,

ω ω
ρ

δ
ρ

δ+ −= − + +
−

( )
( )

1 0 0
2

1

0 0
2

2
k

m rN
Z

v
m r N R

Z
u

ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè óñëîâèé γ > 1, Z Z1 3 0> ,(16), (17) èëè óñëîâèé

γ < 0 , 
v v

Z
0

1
0− −−

> , Z Z1 3 0< , (17) èìååò ìåñòî íåñêîëüçÿùèé óäàð âòîðîãî ðîäà

( )V V k
m

Z
v fsign u Q k

m Z
Z Z

u0 0

2
0
2

3

2
0
2

4

2 3
1 1+ −= − + − − +( ) ( ) ( )

ρ ρ
δ δ

ρ ρ
δ ,

U U Q k
m

Z
v

f u Q
m

Z
Q k

Z
Z

u

0 0

2
0
2

3
2

0
2

2

4

3

1

1 1

+ −= + + +

+ − + +










( )

( sign( ) ) ( )

ρ ρ δ

δ ρ ρ δ           

,
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ω ω
ρ

δ
ρ

δ0 0

2
0 0

3

2
0

2

0 1

3
0 01 1+ −= − + + + − +









( ) ( ) ( )k

m r N
Z

v
m r

Z
k

N Z
Z

N kR u ,

( )V V k
m

Z
v f u Q k

m Z
Z Z

u+ −= + + + − +( ) sign( ) ( )1 10
2

0
2

3

0
2

0
2

4

2 3

ρ ρ
δ δ

ρ ρ
δ ,

( )

U U Q k
m

Z
v

f u Q
m

Z
Q k

Z
Z

u

+ −= − + −

− − + +










( )

sign( ) ( )

1

1 1

0
2

0
2

3

0
2

0
2

2

4

3

ρ ρ δ

δ ρ ρ δ        

,

ω ω
ρ

δ
ρ

δ+ −= − + + + − +








( ) ( ) ( )1 10 0

2

3

0 0
2

2

1

3
k

m rN
Z

v
m r

Z
k

NZ
Z

N kR u ,

ãäå

Z m C m C4
2

0 0 0
2= +ρ ρ , R f u0 0 0= −sin sign( ) cosα δ α ,

R f u= −sin sign( ) cosα δ α , N Q0 0 0= −sin cosα α , N Q= −sin cosα α ,

( ) ( )δ ω α ω αv V V r r= − + +− − − −0 0 0 0sin sin ,

( ) ( )δ ω α ω αu U U r r= − + +− − − −0 0 0 0cos cos .
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